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O normalnoj distribuciji

Da bismo mogli razumjeti problem koji je postavljen pred nas, moramo razumjeti

normalnu distribuciju i $to Galtonova ploca, daska ili kutija predstavlja za tu distribuciju.

Naime, sve ili gotovo sve §to mjerimo u prirodi rasporeduje se na isti nacin. Vec¢ina podataka
bit ¢e grupirana oko neke sredi$nje vrijednosti, a samo je mala koli¢ina podataka ekstremna,
odnosno na krajnjim rubovima. Ako prikupljene podatke prikazemo graficki dobivamo

krivulju koju zovemo normalna ili Gaussova krivulja (slika 1).
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Slika 1. Prikaz Gaussove krivulje

Galtonova plo¢a je mehanizam kojim se ilustrira normalna distribucija. To je
dvodimenzionalni sustav prepreka (avlica) koji su pravilno rasporedeni i imaju tendenciju
raspriivanja Cestica, odnosno raspriivanja rezultata. Cestice ulaze u mehanizam na sredini
ploce jer to osigurava grupiranje Cestica oko sredine, odnosno grupiranje rezultata mjerenja

oko neke sredi$nje vrijednosti (slika 2).

Uzmemo li kuglicu, ubacimo ju u sredinu, ona na svom putu udara u prepreke koje joj
se nalaze na putanji, odbija se od njih lijevo ili desno dok ne upadne u jednu od kategorija.
Kuglica ima u svakom redu Sansu pola-pola hoce li oti¢i lijevo ili desno pa je zapravo
nepredvidljivo gdje ¢e zavrsiti pojedina kuglica 1 kako ¢e izgledati njena putanja.

Ipak mozemo zakljuciti da je veca vjerojatnost da ¢e kuglica zavrsiti na sredini nego
na rubovima jer ima vise putova koji vode prema sredini, a samo ih je nekoliko koji vode do

rubova. Ako ubacimo vise kuglica, vidimo da postoji pravilo po kojem se one rasporeduju.



Najveéi je broj kuglica na sredini, a kako idemo prema jednom ili drugom rubu broj kuglica

se smanjuje.

Slika 2. Galtonova ploca

Krivulja koja je nastala zove se zvonasta ili Gaussova krivulja, a sama pojava normalna
raspodjela ili normalna distribucija (slika 3). Puno stvari u prirodi, kao $to su visina ljudi ili
broj obuce, duljina li¢a na stablu, rezultati testa, rast dionica na burzi itd. rasporeduje se po
normalnoj razdiobi.

Dakle, ne moZemo predvidjeti gdje ¢e zavrsiti jedna kuglica, ali moZemo puno toga re¢i po
kojem se pravilu kre¢e puno kuglica. Sto vise kuglica, to je izraZenija normalna distribucija,
odnosno, §to je vise mjerenja, dobit ¢emo preciznije rezultate. Vecina ih se kreé¢e oko srednje

vrijednosti, a samo ih je nekoliko ekstremnih, na samom rubu.
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Slika 3. Nastala Gaussova krivulja



Postavljanje i razrada problema

Problem: U Galtonovoj kutiji, dvodimenzionalni sustav pravilno rasporedenih
prepreka rasprSuje Cestice. Kada padnu na dno posude, Cestice su normalno distribuirane.
Upotrebom razlicitih Cestica i razmjesStaja prepreka treba naci uvjete za koje distribucija vise

nije normalna.

Razmisljaju¢i o ovome problemu zakljucila sam da postoji viSe parametara koji se
mogu mijenjati kako bi se pronasla ovisnost odredenog ponasanja s promjenom tih
parametara. Glavni su parametri Cestice s razliitim svojstvima i1 prepreke s razli¢itim
razmjeStajima 1 oblicima. Prvo sam fiksirala Cestice i mijenjala prepreke, a nakon toga

fiksirala prepreke 1 mijenjala Cestice.

Ipak, prije svega, promatrala sam kut pod kojim je nagnuta Galtonova ploca u trenutku
pustanja Cestica. Zakljucak je da kut nagiba cijele ploce nije povezan s izgledom Gaussove
krivulje, odnosno, kut ne utje¢e na normalnu distribuciju. To je zbog toga §to na malom
meduprostoru ¢estice imaju vrlo malo mjesta za promjenu putanje i vjerojatno traze isti put,
bez obzira na kut nagiba cijele ploce. Jedina je razlika u tome §to je protok Cestica brzi pod
ve¢im kutom nagiba ploce, dok za male kutove nagiba moze do¢i i do zadrZavanja Cestice na

prepreci.

Pretrazuju¢i internet pronaSla sam sljede¢i link: http:/phet.colorado.edu/sims/plinko-

probability/plinko-probability_en.html. To je simulacija Galtonovog pokusa u kojem se moze

mijenjati broj redova prepreka, broj Cestica ili vjerojatnost prolaska Cestica. Napravila sam

pokus sa 20, 50, 80 i 100 ¢estica, te brojala koliko je Cestica uslo u jednu od 9 pruga.

Dobila sam sljedecu tablicu:

l.pruga |[2.pruga |3.pruga |4.pruga |5.pruga |6.pruga |7.pruga [8.pruga [9.pruga |ukupno
broj Cestica 1 1 3 2 6 4 3 0 0 20
broj Cestica 1 3 5 13 10 11 6 1 0 50
broj Cestica 1 4 10 18 19 16 10 2 0 80
broj Cestica 2 4 11 22 23 24 11 3 0 100

Na temelju tablice napravila sam sljedece grafikone:


http://phet.colorado.edu/sims/plinko-probability/plinko-probability_en.html
http://phet.colorado.edu/sims/plinko-probability/plinko-probability_en.html

Distribucija 20 cestica

1l.pruga 2.pruga 3.pruga 4.pruga 5.pruga 6.pruga 7.pruga 8.pruga 9.pruga

Distribucija 50 Cestica

1.pruga 2.pruga 3.pruga 4.pruga 5.pruga 6.pruga 7.pruga 8.pruga 9.pruga

Distribucija 80 cestica

1.pruga 2.pruga 3.pruga 4.pruga 5.pruga 6.pruga 7.pruga 8.pruga 9.pruga

30

Distribucija 100 Cestica

1.pruga 2.pruga 3.pruga 4.pruga 5.pruga 6.pruga 7.pruga 8.pruga 9.pruga

1z ova Cetiri grafikona vidi se da s
povecanjem broja Cestica koje
ulaze u pokus, normalna
distribucija postaje sve izrazenija.
To je logi¢no jer $to vise Cestica
koristimo dobit ¢emo preciznije
rezultate. Ako to povezemo s
mjerenjem nekih podataka,
naravno da ¢emo dobiti preciznije
rezultate ako imamo §to vise

mjerenja.



Zatim sam mijenjala broj redova prepreka (slika 4). Pokazalo se da je Sirina Gaussove
krivulje u raspodjeli Cestica na izlazu iz Galtonove ploce linearno ovisna o visini s koje se
pustaju Cestice. Kako se visina (broj redova prepreka) povecava, (slika 5) tako se i normalna
distribucija povecava, a Gaussova krivulja postaje izraZenija. To se dogada zbog veceg broja
sudara Cestica s preprekama zbog vece visine, a to za posljedicu ima vecu tendenciju Sirenja

krivulje.

Slika 4. Smanjeni broj redova Slika 5. Povecani broj redova



Zanimljivo je promatrati omjer promjera ¢estica i duljine izmedu prepreka. Neka je d

duljina promjera Cestice, a D duljina izmedu dvije prepreke. Promatrani je omjer o

Napravila sam viSe pokusa (snimka 3. i 4. pokusa nalazi se u prilogu) u kojima sam mjerila
duljinu promjera Cestice i duljinu izmedu prepreka. Dosla sam do sljedecih rezultata:

1.pokus 2.pokus 3.pokus 4.pokus 5.pokus 6.pokus
d (cm) 0.6 0.6 0.6 1.4 14 14
D (cm) 2 3 5 2 3 5
% 0.3 0.2 0.12 0.7 0.47 0.28

Usporedujuc¢i podatke u tablici s pokusima koji su napravljeni moze se zakljuéiti da

distribucija dobivena u 3. pokusu nije normalna, a omjer je najblize nuli, dok se u 4. pokusu
dobila Gaussova krivulja, a taj omjer je najbliZe broju 1. Sto je omjer % veéi, odnosno, §to se

viSe priblizava broju 1, to je normalna distribucija izrazenija. Ako se D povecava, onda se
omjer smanjuje 1 Sto se viSe priblizava nuli, to je normalna distribucija sve manje izrazena.
Prepreke vise ne utjeCu na putanju Cestica i one slobodno prolaze i ulaze u kategorije tako da

se na kraju dobije gotovo jednaka koli¢ina Cestica u svakoj prugi (slika 8).

Slika 7. 2. pokus

Slika 6. 1. pokus




Slika 9. Normalna distribucija (4. pokus)

Slika 10. 5. pokus Slika 11




Mijenjajuéi polozaj prepreka, dobila se moguénost pustanja Cestica s drugog mjesta, a
ne iz sredine ploc¢e. Prvo sam prepreke postavila u obliku trokuta s vrhom prema dolje. Ako
sam pustala Cestice iz sredine, dobila se normalna distribucija (slika 12), ali ako sam cCestice
pustila s jednog kraja ploce, distribucija viSe nije bila normalna, nego su se Cestice grupirale
na tu stranu ploce (slika 13). To se dogodilo jer se promijenila tendencija grupiranja Cestica

oko sredine $to je i cilj normalne distribucije.

Slika 12. Cestice pustene iz sredine Slika 13. Cestice pustene s jednog kraja

Takoder sam prepreke postavila u obliku trokuta, ali raznostranicnog, s vrhom
pomaknutim u jednu stranu (slika 14). Na taj naéin se postiglo to da ponovno Cestice ne
pustam iz sredine pa one viSe nemaju tendenciju grupiranja oko srediSta. Nije se dobila

normalna distribucija, nego pomaknuta u onu stranu s koje sam pustila estice.

Ako su prepreke rasporedene tako da ne Cine trokut, nego su naizmjeni¢no postavljene
u redove jednake duljine, dobiju se isti zakljuéci koji su se dobili kad su prepreke bile
postavljene u obliku trokuta s vrhom prema dolje. Distribucija nije normalna ako Cestice

pustamo s jednog od rubova ploce (slika 15).



Slika 14. Prepreke &ine raznostrani¢ni Slika 15. Prepreke u redovima jednake duljine

Sljedece $to sam promatrala nije bio polozaj prepreka, nego njihov oblik. Prepreke ne
moraju imati kruZzni poprecni presjek, nego mogu biti razli¢itih oblika kao na primjer oblik
trokuta. Promatrala sam jednakokra¢ni pravokutni trokut. Ako se svaka trokutasta prepreka
postavi s pravim kutom prema gore, dobije se normalna distribucija (slika 16). Trokuti su
jednakokrac¢ni pa je vjerojatnost u svakom redu jednaka za prolazak Cestice na lijevu ili desnu

stranu.

Slika 16. Prepreke su pravokutni

jednakokracni trokuti
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Ako se trokuti okrenu tako da je donja stranica jedna od kateta, dobije se distribucija koja nije
normalna. Dobiju se dvije razli¢ite distribucije koje ovise o tome na koju je stranu okrenuta
hipotenuza. Ako je hipotenuza na lijevoj strani trokuta, cijela je distribucija pomaknuta na
lijevu stranu (slika 17). Najvise je Cestica u krajnjoj lijevoj pruzi, a kako idemo prema desnoj
strani broj Cestica se smanjuje. Ako je hipotenuza na desnoj strani trokuta, distribucija koju
dobijemo simetri¢na je prethodnoj s obzirom na sredinu, odnosno s lijeva na desno, broj
Cestica se povecava (slika 18). To je zbog toga §to nije jednaka vjerojatnost prolaska Cestice
pri sudaru s preprekom, jer prepreka nije simetri€na. Ove prepreke usmjeravaju Cestice na
odredenu stranu pa je veca vjerojatnost da ¢e Cestica pri sudaru s preprekom proci na stranu

na kojoj je hipotenuza nego kateta.

Slika 17. Distribucija u lijevu stranu Slika 18. Distribucija u desnu stranu

Osim promjena parametara prepreka, mogu mijenjati parametre Cestica. To se prije
svega odnosi na oblik i strukturu Cestica. Upotrijebila sam jo$ dva razliCita oblika Cestica osim
Cestica u obliku kuglica, odnosno Cestica s kruznim popre¢nim presjekom. To su nepravilne

Cestice poput kamencica (slika 19) 1 Cestice elipticnog oblika (slika 20).
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U oba slucaja nije izrazena normalna distribucija jer na putanju takvih Cestica ne utjeGu samo
prepreke, nego i njihov nepravilan oblik koji ih usmjerava, ne samo prema dnu ploce, nego u
svim ostalim smjerovima, pa vjerojatnost odbijanja od prepreku nije jednaka. Cesto dolazi do
zaustavljanja Cestice na prepreci, stoga kut nagiba cijele plo¢e mora biti veéi. To je zbog toga
S§to nepravilne Cestice imaju puno vece trenje S podlogom. Povecanjem kuta nagiba ploce

povecéava se komponenta sile teZze u smjeru kosine koja ubrzava tijelo, pa ¢estice mogu doci

do dna ploce.

Slika 19. Nepravilne Cestice - kamencici Slika 20. Cestice elipti¢nog oblika

Sto se ti¢e materijala od kojih su nadinjene Cestice, koristila sam staklo i drvo.
Postavlja se pitanje Sto ako je Cestica elasti¢na, odnosno od gume. Zakljucila sam da prilikom
dolaska elasticne Cestice na prepreku dolazi do pretvorbe energije tako da se kineticka
energija Cestice pretvori u energiju deformacije i elasticnu energiju Cestice. PuStanjem vise
Cestica U isto vrijeme, povecava se entropija (Stupanj nereda) cijelog sustava. Kao rezultat
toga, Cestica se moze odbiti od prepreke na nepravilan na¢in i o¢ekivana normalna distribucija

vise nije pravilna.
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Zakljucak

Cilj ovog istrazivanja bio je prona¢i uvjete pod kojima distribucija cestica na
Galtonovoj plo¢i ne¢e biti normalna. Napravila sam puno pokusa koji su me doveli do
razlicitih rezultata. Ishodi nekih pokusa bili su o¢ekivani, dok su neki dali drugaciji rezultat

od ocekivanja. Sigurno je da jasnije rezultate dobijemo ako vise puta ponovimo isti pokus.

Povecéanjem broja Cestica koje ulaze u sustav, normalna distribucija postaje izrazenija,
kao 1 povecanjem broja redova prepreka. Kut nagiba ploce ne utjece na distribuciju Cestica.
Povecanjem duljine izmedu prepreka, normalna distribucija je sSve manje izraZena.
Mijenjajuéi polozaj prepreka, dobila se moguénost pustanja Cestica s drugog mjesta, a ne iz
sredine ploce, a to je utjecalo na distribuciju jer se promijenila tendencija grupiranja rezultata
oko sredista. Na distribuciju utjece i (nesimetrican) oblik prepreka jer se na taj nacin mijenja
vjerojatnost prolaska Cestica. Naravno da sam morala uzeti u obzir i razlicite Cestice prema
obliku, veli¢ini 1 materijalu od kojih su napravljene. Zakljucila sam da normalna distribucija

nije izrazena kod nepravilnih Cestica.

Svim ovim tvrdnjama prethodilo je promisljanje, istrazivanje, pravljenje pokusa,
analiza i zakljucivanje. Stvorene su situacije u kojima Cestice nisu mogle tako jednostavno
pronaéi svoj put i na taj nadin su dobivene opisane nepravilnosti. Zelimo li izbjeéi
nepravilnosti, moramo postaviti odredene uvjete pod kojima ¢emo dobiti normalnu

distribuciju i Gaussovu krivulju.
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